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AdS5 Schwarzschild ブラックホール上のスカラー場摂動に対するQNMを完全WKB法で解析
得られる一つの量子化条件から、異なる二つの極限でのQNMの振る舞いを調べる

1. ブラックホール準固有振動（QNM）とは
ブラックホールに摂動を加えて現れる、時間とともに減衰する振動：

G[gBH + h]µν = 0 −→
[
− d2

dr2∗
+ V (r)

]
ψ = ω2ψ,

ψ ∼ e−iωt = e−ωIte−iωRt, ω = ωR − iωI.

▶ 連星合体後のリングダウン重力波を特徴づける
▶ AdS/CFT では AdS ブラックホールの QNM が境界 CFT の有限温度遅延相関関数
の極に対応する

fig1: 連星合体後のリングダウン重力波
fig2: AdS/CFT QNMと境界CFTの関係

QNMの境界条件
horizon近傍 ingoing解
無限遠方(漸近平坦) outgoing解
無限遠方(漸近AdS) normalizable解

fig3: 漸近平坦でのQNM境界条件
horizon の ingoing 解を無限遠と解析接続

ψhor
in = A(ω)ψbdry

norm + B(ω)ψbdry
non-norm

QNMの境界条件を課すと
B(ω) = 0 ⇐⇒ ω = ωQNM , GR(ω, l) ∝

A(ω, l)

B(ω, l)
.

接続係数B(ω) を求めればQNM条件が得られる。

2. 完全WKB解析：Stokes現象・Voros因子・確定特異点
Schrödinger 型方程式 (η: large parameter)[

d2

dr2
− η2Q(r, η)

]
ψ = 0

WKB 解
ψWKB
± (r) =

1√
Sodd(r, η)

exp

[
±
∫ r

Sodd(r, η) dr

]
,

where
Sodd(r, η) = η

√
Q0(r, ω) + η−1S1(r, ω) + · · · .

ψWKB
± は一般に発散する漸近級数。Exact WKB はこれにBorel総和し、複素r平面上で
解を大域的に解析接続する。
Stokes 曲線 Im

∫ r
rt

√
Q0 dr = 0 : 異なる解析解を構成する領域の境界。

turning point(Q0(r) = 0)から伸びる。解析接続で横切ると優勢解・
劣勢解が混合する。

ψI
domi = ψII

domi ± iψII
sub(

ψ+

ψ−

)
left

= V±

(
ψ+

ψ−

)
right

.

V+ =

(
1 i

0 1

)
(ψ+ dominant), V− =

(
1 0

i 1

)
(ψ− dominant).

Voros 因子 Stokes曲線のturning point が変わるとき Γij = diag(uij, u
−1
ij ) が入

る。uij = exp
(∫ rj

ri
Sodddr

)
確定特異点 Q0 の二重極では WKB 位相に対数分岐が生じ、branch cut を跨

ぐとDs = diag(v+s , v
−
s ) の位相を拾う。

v±s = exp

[
iπ

(
1± 2Res

r=bs
Sodd

)]

fig4: Stokes 現象 fig5: 調和振動子のStokesグラフ fig6: 確定特異点近傍の対数螺旋

確定特異点の留数が複素数だと Stokes条
件から対数螺旋が生じる。Stokes 曲線と
branch cut を無限回跨ぐことでこの構造
を表す。
M(ω) = · · · lim

N→∞
(V ΓDΓ · · · )N V±ΓijDs · · · .

(
ψin

ψout

)
hor

= M(ω)

(
ψnor

ψnon

)
bdry

,

M(ω) =

(
A(ω) B(ω)

C(ω) D(ω)

)
,

3. AdS5 BHのスカラー場QNM：接続行列からQNM条件へ
Q0(r) = − ω2

f (r)2
+

1

f (r)

(
L2

r2
+ ν2

)
= ν2

(r2 − c2)(r2 − a2)(r2 − b2)

(r2 − r2h)
2(r2 + 1 + r2h)

2
,

L2 = (l + 1)2, ν = ∆− 2, f (r) = 1 + r2 − µ

r2
, µ = r2h(1 + r2h),

turning point : ±a,±b,±c

fig7:AdS5 scalarのStokes graph

青：turning point,赤：確定特異点,点線：branch cut

M = lim
N→∞

[V −1
+ ΓabV

−1
+ DΓba]

N

= lim
N→∞

(
(v+)

N −ivN+ (u2ab + 1) v−
v+−v−

0 (v−)
N

)

B(ω) = −i
u2ab + 1

v+/v− − 1
.

B = 0 より
u2ab = −1 ⇐⇒ e

∮
γab
Sodddr = −1 .

cycle を留数定理で変形、
h =

√
1 + r2h, IC =

∮
γ−cc

Sodddr

とおく。

QNM条件 :
2πω

f ′(rh)
+

2πω

f ′(ih)
+ πi(∆− 2) +

1

2
IC = −2πi

(
n +

1

2

)
(Q)

以下ではこの同じ量子化条件を二つの極限で評価する。
4. large BH / high-overtone 極限
まず rh を固定して |ω| → ∞ を取り、その後 rh ≫ 1 とする。
turning point

a, c→ 0, b→ ∞
古典周期

I
(0)
C = O(|ω|−1/2) → 0 .

IC → 0 として
ωn = (2n +∆− 1)

(√
1 + r2h − irh

)
+ o(1),

モード間隔
∆ω = 2

(√
1 + r2h − irh

)
+ o(1) .

large BH (rh ≫ 1) では Hawking 温度 TH ≃ rh/π を用いて
ωn ∼ 2rh(1− i)n ∼ 2πTH(1− i)n.

高周波の熱相関関数の極が温度スケールTHで複素平面上に
ほぼ等間隔に並ぶ。

5. small BH / eikonal 極限
µ≪ 1, L = l + 1 ≫ 1.

turning point : ±a ∼ O(µ1/2) ≪ 1, b, c ∼ O(Λ) , horizon : rh ∼ O(µ1/2) ≪ 1

small BH では horizonとturning point ±a が原点に接近。IC を
IC = ΦC − 4πω

f ′(rh)

とhorizon pole の寄与とregular period ΦCに分離する。
ΦC は、small-µ で退化する原点近傍の留数から評価する。これを (Q) に代入し、

ωnl = l +∆ + 2n− µ

2(l + 1)

[
∆2 +∆(6n− 1) + 6n(n− 1)

]
+O(µ2)

Dodelson et al. の small-BH / large-spin の既知結果を再現。
l +∆ + 2n: global AdSのnormal mode。
BHの効果は熱相関関数の極の実部を摂動的に変化させる。
QNMの虚部は large l では非摂動的であり、small-µ の整数べき展開だけでは現れ
ない。

Imω ∼ µ l+3/2

→small BH ではStokesグラフのtopologyが異なる。
6. まとめと今後の展望
▶ AdS5 Schwarzschild BH のスカラー場における QNM を、Exact-WKB の解析接続
問題として記述。

▶ 一つのQNM量子化条件から、異なる二つの極限における既知のQNMの振る舞い
を統一的に再現した。

次の目標：
▶ small BH の Stokes topology から Exact-WKB 接続公式を構成し、eikonal

limit でImω ∼ µl+3/2 という非摂動的な虚部を解析的に評価する。
▶ A(ω)/B(ω) を pole 周りで展開して熱相関関数の留数を求める。
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