
𝜀 𝑁𝑠
3の不定因子が残るため、奇数では比をとる。

𝑍𝐺𝐶 𝜇, 𝑇 /𝑍quench = ෍

𝑛:even

𝑓 𝑛, 𝑇 quench𝑒
𝑛

𝜇
𝑇+𝑁𝑡 ln 2𝜅

+ 𝑓 1, 𝑇 quench ෍

𝑛:odd

𝑓 𝑛, 𝑇 Ω quench

𝑓 1, 𝑇 Ω quench
𝑒

𝑛
𝜇
𝑇+𝑁𝑡 ln 2𝜅

𝑓(1) = 4𝑁𝑠
3 Ω より、奇数からの寄与は閉じ込めのオーダーパラメータ Ω に依存。

2. 分配関数と有効ポテンシャル

1. 重フェルミオン・高密度極限でのSU(2)格子ゲージ理論

有限密度SU(2)格子ゲージ理論のカノニカル法による符号問題の解決と熱力学量

新潟大自然, 新潟大理A

橋爪秀弥, 小飯田将成, 江尻信司A

概要：
クォーク質量が重いとした場合を考え、大分配関数を粒子数で展開したカノニカル分配関数𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 に着目して、有限温度・有限密度SU(2)
格子ゲージ理論の1-flavorについて高密度領域を調べた。符号問題の厳しい奇数の𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 については、外場をいれたときの応答のみ残ると
したことで回避できた。それによってすべての密度領域で熱力学量が求まった。圧力や密度の振る舞いがHadron resonance gas modelで説
明でき、音速はそこから予想される値になった。

松原形式を採用し分配関数を経路積分形式で書く。空間を𝑁𝑠
3 × 𝑁𝑡で格子化する。(𝑁𝑡𝑎 = 1/𝑇)

𝑍𝐺𝐶 𝜇, 𝑇 = න 𝒟𝑈𝒟 ത𝜓𝒟𝜓𝑒−𝑆𝑓−𝑆𝑔 = න 𝒟𝑈 det𝑀 𝑁𝑓𝑒−𝑆𝑔 , 𝑆𝑔 = −6𝑁site𝛽෡𝑃 ∶ ゲージ場の作用(𝛽 = 4/𝑔2)

𝑀𝑥,𝑦 = 𝛿𝑥,𝑦 − 𝜅 ෍

𝑖=1

3

1 − 𝛾𝑖 𝑈𝑥,𝑖𝛿𝑦,𝑥+ Ƹ𝑖 + 1 + 𝛾𝑖 𝑈𝑦,𝑖
† 𝛿𝑦,𝑥− Ƹ𝑖 + 𝑒𝜇𝑎 1 − 𝛾4 𝑈𝑥,4𝛿𝑦,𝑥+෡4 + 𝑒−𝜇𝑎 1 + 𝛾4 𝑈𝑦,4

† 𝛿𝑦,𝑥−෡4

𝛽が大きいとき格子間隔𝑎が小さくなるので、温度𝑇は高くなる。

重フェルミオン・高密度極限、𝜅 → 0, 𝑒𝜇𝑎 → ∞, 𝑒−𝜇𝑎 → 0, 𝜅𝑒𝜇𝑎 → 有限、をとる。

𝑀 Ԧ𝑥,𝑦 = 𝛿𝑥,𝑦 − 𝜅𝑒𝜇𝑎 1 − 𝛾4 𝑈𝑥,4𝛿𝑦,𝑥+෡4

det𝑀は𝐶 = (2𝜅)𝑁𝑡𝑒𝜇/𝑇として

det𝑀 = ෑ

Ԧ𝑥

1 + 2𝐶Ω Ԧ𝑥 + 𝐶2 2  ⋯ (1) , Ω Ԧ𝑥 =
1

2
tr ෑ

𝑖=0

𝑁𝑡−1

𝑈 Ԧ𝑥+𝑖∙෡4,4

大分配関数𝑍𝐺𝐶 𝜇, 𝑇 とカノニカル分配関数𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 の関係(フガシティー展開)

𝑍𝐺𝐶 𝜇, 𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 𝑒
𝑛𝜇
𝑇 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑒−𝑉eff(𝑛,𝑇) ,  𝑉eff 𝑛, 𝑇 = −ln𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 −
𝑛𝜇

𝑇

𝑉eff 𝑛, 𝑇 が最小となる粒子数𝑛で生成確率が最大となるので、密度𝜌 = 𝑛/𝑉で微分し
て𝑉で割ると 1

𝑉

𝜕𝑉eff 𝑉𝜌, 𝑇

𝜕𝜌
= −

1

𝑉

𝜕 ln 𝑍𝐶 𝑉𝜌, 𝑇

𝜕𝜌
−

𝜇

𝑇
= 0

𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 を計算することで、生成確率が最大となる𝜌と𝜇/𝑇の関係がわかる。

𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 をdet𝑀の計算で出てきた𝐶のべきの係数で書ける。

det𝑀 = ෑ

Ԧ𝑥

1 + 2𝐶Ω Ԧ𝑥 + 𝐶2 2 = ෍

𝑛=0

4𝑁𝑠
3

𝑓 𝑛 𝐶𝑛 = ෍

𝑛=0

4𝑁𝑠
3

𝑓 𝑛 (2𝜅)𝑁𝑡𝑛𝑒
𝑛𝜇
𝑇

これを経路積分形式の大分配関数に代入すると(𝑍quench = ׬ 𝐷𝑈𝜇 𝑒−𝑆𝑔 , 𝒪 quench =
1

𝑍quench
׬ 𝐷𝑈𝜇 𝒪𝑒−𝑆𝑔 )

𝑍𝐺𝐶 𝜇, 𝑇 = ෍

𝑛=0

4𝑁𝑠
3

න 𝒟𝑈 𝑓 𝑛 (2𝜅)𝑁𝑡𝑛𝑒−𝑆𝑔 𝑒
𝑛𝜇
𝑇 = ෍

𝑛=0

4𝑁𝑠
3

𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 𝑒
𝑛𝜇
𝑇

∴ 𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 = න 𝒟𝑈 𝑓 𝑛 (2𝜅)𝑁𝑡𝑛𝑒−𝑆𝑔 = (2𝜅)𝑁𝑡𝑛𝑍quench 𝑓 𝑛 quench

有限体積でのカノニカル分配関数
有限体積では粒子数が奇数のとき、センター対称性からカノニカル分配関数𝑍𝐶 𝑛, 𝑇
は常にゼロになる。 𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 は粒子数𝑛の生成確率に比例している。非閉じ込め相で
はフェルミオン単体でも存在できるので、奇数の𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 も有限でなければおかしい。
センター対称性のために符号が変わるので、奇数の𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 の符号問題が厳しい。

解決策
微小にセンター対称性を破る外場(重フェルミオン)を入れて計算をする。(1)式より

ln det 𝑀 ≈ 𝜀𝑁𝑠
3Ω

𝑁𝑠
3 :格子単位での体積, 𝜀 :質量が無限大でゼロになる微小なパラメータ, 𝜀𝑁𝑠

3 :有限の値。
外場を入れ、𝑍2センター変換したものとの平均をとると

𝑍C 𝑛, 𝑇  =
1

2
න𝐷𝑈𝜇 2𝜅 𝑁𝑡𝑛𝑒−𝑆𝑔 𝑓 𝑛, 𝛽 𝑒𝜀𝑁𝑠

3Ω + −1 𝑛𝑓 𝑛, 𝛽 𝑒𝜀𝑁𝑠
3 −Ω  

下線部分を展開し、𝜀𝑁𝑠
3の最低次をとると、奇数は外場との応答のみ残る。

𝑍C 𝑛, 𝑇 = ൝
2𝜅 𝑁𝑡𝑛𝑍quench 𝑓 𝑛, 𝛽 quench (𝑛: even)

𝜀𝑁𝑠
3 2𝜅 𝑁𝑡𝑛𝑍quench 𝑓 𝑛, 𝛽 Ω quench (𝑛: odd)

4. カノニカル分配関数の結果 

5. 熱力学量

𝑉eff(𝑛, 𝑇)の微分から、𝑉eff(𝑛, 𝑇)が最小となる点での𝑛と
𝜇

𝑇
の関係が分かったため、

𝑍GC 𝜇, 𝑇 の計算では、𝑉eff(𝑛, 𝑇)が最小となる𝑛付近の和をとるだけで充分。
閉じ込め相では Ω = 0なので偶数のみで、非閉じ込め相では Ω は有限だが、上限と
して Ω を用いて計算した。

3. センター対称性と分配関数

Polyakov loopは、Ω =
1

𝑁𝑠
3 σ Ԧ𝑥 Ω Ԧ𝑥

期待値は閉じ込め相転移のオーダーパラメータ。

センター対称性
SU(2)の場合、センター変換(𝑍2変換)はあるタイムスライスで𝑈4 → −𝑈4と変換することである。

センター変換の下でPolyakov loopはΩ → −Ωと変換する。

Ω ൝
= 0 → 閉じ込め相 対称

≠ 0 → 非閉じ込め相 破れ

動的フェルミオンはこの対称性をあらわに破る役割をする。有限体積の場合、外場を
入れなければ対称性の議論ができない。

1/𝑇

周期境界条件

Ԧ𝑥

𝑈 Ԧ𝑥,4

粒子数密度 𝜌/𝑇3

圧力 Δ𝑝/𝑇4 (quenchの圧力からのずれ)

音速
𝑚

𝑇
𝐶𝑠

2

・非相対論的な音速𝐶𝑠の定義より

𝐶𝑠
2 =

𝑑𝑝

𝑑𝜌𝑚
=

𝑇

𝑚

𝑑(Δ𝑝/𝑇4)

𝑑(𝜌/𝑇3)
・低密度領域でほぼ一定。

閉じ込め相：
𝑚

𝑇
𝐶𝑠

2 = 0.5

非閉じ込め相：
𝑚

𝑇
𝐶𝑠

2 = 1

低温の結果はHadron resonance gas model
で説明できる。

オーバーラップ問題
𝑓 𝑛 ~Ω𝑛なので、MC法の統計和の中でΩがゼロ付近の配位は
全く効かない。なのでPolyakov loopの外場を入れる。

𝑓 𝑛 quench = 𝑓 𝑛 𝑒−ℎ𝑁𝑠
3Ω

ℎ
/ 𝑒−ℎ𝑁𝑠

3Ω
ℎ

各配位の寄与が均等になる外場の係数ℎは次式を満たすので
平均場近似により求まる。

𝑑 ln 𝑓 𝑛 − ℎ𝑁𝑠
3Ω

dΩ
= 0, ℎ =

1

𝑁𝑠
3

d ln 𝑓 𝑛
𝑑Ω

格子サイズ: 163 × 4、相転移点: 𝛽 = 2.3
𝛽 = 2.0が閉じ込め相、 𝛽 = 2.5が非閉じ込め相。
𝑓(𝑛) は𝑛 → 4𝑁𝑠

3 − 𝑛という変換の下で対称。化学ポテンシャルは偶奇でほぼ同じ。

𝑛:粒子数

𝑓(𝑛) −Δ ln 𝑓 𝑛 /Δ𝑛 (even, odd)

カイラル凝縮 ത𝜓𝜓

・重クォーク高密度極限での式
ത𝜓𝜓 = tr 𝑀−1

= 4𝑁𝑐𝑁𝑠
3𝑁𝑡 −

𝑍quench

𝑍𝐺𝐶
𝜅

𝜕 det 𝑀

𝜕𝜅
quench

= 𝑁𝑠
3𝑁𝑡 4𝑁𝑐 − 𝜌

重クォークなので ത𝜓𝜓 は0にならない。

相対誤差(MC法)

6. Hadron resonance gas model(重クォーク)との比較

自由ガスの和 𝑝 𝑇, 𝜇 = ෍
𝑖:Meson

𝑝𝑖
𝑀 𝑇 + ෍

𝑖:Baryon
𝑝𝑖

𝐵 𝑇, 𝜇 , 𝑝𝑖
𝐵 𝑇, 𝜇 ∝ 𝑒2∙

𝜇
𝑇

閉じ込め相：
𝑝

𝑇4 = 𝑎 ∙ 𝑒2∙
𝜇

𝑇 ,
𝜌

𝑇3 =
𝑑(𝑝/𝑇4)

𝑑(𝜇/𝑇)
= 2𝑎 ∙ 𝑒2∙

𝜇

𝑇

非閉じ込め相：
𝑝

𝑇4 = 𝑏1 ∙ 𝑒1∙
𝜇

𝑇 + 𝑏2 ∙ 𝑒2∙
𝜇

𝑇 + ⋯ ,  
𝜌

𝑇3 =
𝑑(𝑝/𝑇4)

𝑑(𝜇/𝑇)
= 𝑏1 ∙ 𝑒1∙

𝜇

𝑇 + 2𝑏2 ∙ 𝑒2∙
𝜇

𝑇 + ⋯

化学ポテンシャルが小さい領域ではこれを満たしている。下図はln Τ𝜌 𝑇3

よって低密度領域で、音速は

𝑚

𝑇
𝐶𝑠

2 =
𝑑(Δ𝑝/𝑇4)

𝑑(𝜌/𝑇3)
=

𝑑(Δ𝑝/𝑇4)/𝑑(𝜇/𝑇)

𝑑(𝜌/𝑇3)/𝑑(𝜇/𝑇)
= ൝

1/2 (閉じ込め相)

1 (非閉じ込め相)

Polyakov loop  Ω

𝜌/2𝑁𝑐

( ത𝜓𝜓 /𝑁𝑠
3𝑁𝑡)/4𝑁𝑐

傾き：２ 傾き：１

𝑍𝐶 𝑛, 𝑇 が求まれば、粒子数𝑛での𝑉eff 𝑛, 𝑇 が最小となる化学ポテンシャルは

−
𝜇

𝑇
=

Δ ln 𝑍𝑐 𝑛, 𝑇

Δ𝑛
=

𝑁𝑡 ln 2𝜅 +
Δ ln 𝑓 𝑛, 𝛽 quench

Δn
 (𝑛: even)

𝑁𝑡 ln 2𝜅 +
Δ ln 𝑓 𝑛, 𝛽 Ω quench

Δn
 (𝑛: odd)

偶数と奇数で振る舞いが違うので、２つずらした点で前方差分をとる。この

化学ポテンシャルはフェルミオン２つを入れるのに必要なエネルギーと言える。

密度が飽和

𝜇

𝑇
+ Ntln 2𝜅 = ln 𝐶, 𝐶は重クォーク理論のパラメータ

𝛽𝑐 = 2.3

𝛽𝑐 = 2.3

閉じ込め相 非閉じ込め相
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   N s 3


   Z  G C  ( 𝜇 , T ) /  Z quench =   ∑  n : even     〈 f  ( n ,   T ) 〉 quench  e  n  (  𝜇 T +  N t  ln ⁡  2 𝜅 ) +    〈 f  ( 1 ,   T ) 〉 quench   ∑  n : odd       〈 f  ( n ,   T ) Ω 〉 quench     〈 f  ( 1 ,   T ) Ω 〉 quench  e  n  (  𝜇 T +  N t  ln ⁡  2 𝜅 )


   〈 f ( 1 ) 〉 = 4  N s 3  ⟨ Ω ⟩


   ⟨ Ω ⟩


   Z C  ( n , T )


   Z C  ( n , T )


   N s 3 ×  N t


   N t a = 1 / T


   Z  G C  ( 𝜇 , T ) =  ∫  𝒟 U 𝒟  𝜓 - 𝒟 𝜓  e  −  S f −  S g =  ∫  𝒟 U    ( det M )   N f  e  −  S g ,      S g = − 6  N site 𝛽  P ^   : ゲ ー ジ 場 の 作 用 ( 𝛽 = 4 /  g 2 )
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  𝛽 が


  a が


  T


  𝜅 → 0 ,  e  𝜇 a → ∞ ,  e  − 𝜇 a → 0 , 𝜅  e  𝜇 a → 有 限


   M   x → ,  y → =  𝛿  x , y − 𝜅  e  𝜇 a  ( 1 −  𝛾 4 )  U  x , 4  𝛿  y , x +  4 ^


  det M


  C =     ( 2 𝜅 )   N t e  𝜇 / T


  det M =   ∏   x →     ( 1 + 2 C Ω  (  x → ) +  C 2 ) 2   ⋯ ( 1 )   ,     Ω  (  x → ) =  1 2 tr  (   ∏  i = 0   N t − 1   U   x → + i ∙  4 ^ , 4 )


   Z  G C  ( 𝜇 , T )


   Z C  ( n , T )


   Z  G C  ( 𝜇 , T ) =   ∑  n = − ∞ ∞   Z C  ( n , T )  e    n 𝜇 T =   ∑  n = − ∞ ∞   e  −  V eff ( n , T ) ,      V eff  ( n , T ) = − ln  Z C  ( n , T ) −   n 𝜇 T


   V eff  ( n , T )


  n


  𝜌 = n / V


  V


   1 V   𝜕  V eff  ( V 𝜌 , T )  𝜕 𝜌 = −  1 V   𝜕  ln ⁡   Z C  ( V 𝜌 , T )  𝜕 𝜌 −  𝜇 T = 0


   Z C  ( n , T )


  𝜌


  𝜇 / T


   Z C  ( n , T )


  det M


  C


  det M =   ∏   x →     ( 1 + 2 C Ω  (  x → ) +  C 2 ) 2 =   ∑  n = 0  4  N s 3  f  ( n )  C n =   ∑  n = 0  4  N s 3  f  ( n )   ( 2 𝜅 )   N t n  e    n 𝜇 T


   Z quench =  ∫  D  U 𝜇  e  −  S g ,        〈 𝒪 〉 quench =  1   Z quench  ∫  D  U 𝜇   𝒪 e  −  S g


   Z  G C  ( 𝜇 , T ) =   ∑  n = 0  4  N s 3   {  ∫  𝒟 U f  ( n )   ( 2 𝜅 )   N t n  e  −  S g }  e    n 𝜇 T =   ∑  n = 0  4  N s 3   Z C  ( n , T )  e    n 𝜇 T


  ∴  Z C  ( n , T ) =  ∫  𝒟 U f  ( n )   ( 2 𝜅 )   N t n  e  −  S g =   ( 2 𝜅 )   N t n  Z quench    ⟨ f  ( n ) ⟩ quench


   Z C  ( n , T )


   Z C  ( n , T ) は 粒子数 n の生成確率に比例している 。


   Z C  ( n , T )


   Z C  ( n , T )


   ln ⁡   det ⁡ M ≈ 𝜀  N s 3 Ω


   N s 3


  𝜀


  𝜀  N s 3


   Z 2


   Z C  ( n , T )   =  1 2  ∫  D  U 𝜇    ( 2 𝜅 )   N t n  e  −  S g  { f  ( n ,   𝛽 )  e  𝜀  N s 3 Ω +    ( − 1 ) n f  ( n ,   𝛽 )  e  𝜀  N s 3  ( − Ω )   }


  𝜀  N s 3


   Z C  ( n , T ) =  {       ( 2 𝜅 )   N t n  Z quench    〈 f  ( n ,   𝛽 ) 〉 quench     ( n : even )   𝜀  N s 3    ( 2 𝜅 )   N t n  Z quench    〈 f  ( n ,   𝛽 ) Ω 〉 quench   ( n : odd )


   V eff ( n , T )


   V eff ( n , T )


  n


   𝜇 T


   Z GC  ( 𝜇 , T )


   V eff ( n , T )


  n


   ⟨ Ω ⟩ = 0 な の で


   ⟨ Ω ⟩


   ⟨  | Ω | ⟩


  Ω =  1   N s 3   ∑   x →  Ω  (  x → )


   Z 2


   U 4 → −  U 4


  Ω → − Ω


   ⟨ Ω ⟩  {      = 0 → 閉 じ 込 め 相  ( 対 称 ) 　     ≠ 0 → 非 閉 じ 込 め 相  ( 破 れ )


  1 / T


   x →


   U   x → , 4


  𝜌 /  T 3


  Δ p /  T 4


   m T  C s 2


   C s


   C s 2 =   d p  d  𝜌 m =  T m   d ( Δ p /  T 4 )  d ( 𝜌 /  T 3 )


   m T  C s 2 = 0 . 5


   m T  C s 2 = 1


  f  ( n ) ~  Ω n


  Ω


     ⟨ f  ( n ) ⟩ quench =    ⟨ f  ( n )  e  − h  N s 3 Ω ⟩ h /    ⟨  e  − h  N s 3 Ω ⟩ h


  h


    d  (  ln ⁡  f  ( n ) − h  N s 3 Ω )  d Ω = 0 ,     h =  1   N s 3   d  ln ⁡  f  ( n )  d Ω


   16 3 × 4


  𝛽 = 2 . 3


  𝛽 = 2 . 0


  𝛽 = 2 . 5


   〈 f ( n ) 〉


  n → 4  N s 3 − n


  n


   〈 f ( n ) 〉


  − Δ  ln ⁡   〈 f  ( n ) 〉 / Δ n


   〈  𝜓 - 𝜓 〉


   〈  𝜓 - 𝜓 〉 =  ⟨ tr    M  − 1 ⟩


  = 4  N c  N s 3  N t −    Z quench   Z  G C 𝜅    ⟨   𝜕  det ⁡ M  𝜕 𝜅 ⟩ quench =  N s 3  N t  ( 4  N c −  ⟨ 𝜌 ⟩ )


   〈  𝜓 - 𝜓 〉


  自 由 ガ ス の 和             p  ( T , 𝜇 ) =   ∑  i : Meson   p i M  ( T ) +   ∑  i : Baryon   p i B  ( T , 𝜇 ) ,      p i B  ( T , 𝜇 ) ∝  e  2 ∙  𝜇 T


   p   T 4 = a ∙  e  2 ∙  𝜇 T                                                                   ,        𝜌   T 3 =   d ( p /  T 4 )  d ( 𝜇 / T ) = 2 a ∙  e  2 ∙  𝜇 T


   p   T 4 =  b 1 ∙  e  1 ∙  𝜇 T +  b 2 ∙  e  2 ∙  𝜇 T + … ,        𝜌   T 3 =   d ( p /  T 4 )  d ( 𝜇 / T ) =  b 1 ∙  e  1 ∙  𝜇 T +   2 b 2 ∙  e  2 ∙  𝜇 T + …


   ln ⁡   (  𝜌 /   T 3 )


   m T  C s 2 =   d ( Δ p /  T 4 )  d ( 𝜌 /  T 3 ) =   d ( Δ p /  T 4 ) / d ( 𝜇 / T )  d ( 𝜌 /  T 3 ) / d ( 𝜇 / T ) =  {    1 / 2   ( 閉 じ 込 め 相 )     1   ( 非 閉 じ 込 め 相 )


  Ω


  𝜌 / 2  N c


  (  〈  𝜓 - 𝜓 〉 /  N s 3  N t ) / 4  N c


   Z C  ( n ,   T )


  n


   V eff  ( n , T )


  −  𝜇 T =   Δ  ln ⁡   Z c  ( n ,   T )  Δ n =  {     N t  ln ⁡   ( 2 𝜅 ) +   Δ  ln ⁡     〈 f  ( n ,   𝛽 ) 〉 quench  Δ n     ( n : even )    N t  ln ⁡   ( 2 𝜅 ) +   Δ  ln ⁡     〈 f  ( n ,   𝛽 ) Ω 〉 quench  Δ n     ( n : odd )


   𝜇 T +  N t ln  ( 2 𝜅 ) =  ln ⁡ C


  C


   𝛽 c = 2 . 3


   𝛽 c = 2 . 3

