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完全WKB解析を用いたブラックホール準固有振動の解析
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ブラックホール準固有振動 4
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・ブラックホール同士の衝突で生じる重力波

・準固有振動：減衰振動を特徴付ける複素振動モード
ω = ωRe − iωIm （BHの情報が埋め込まれている）

・ゲージ・重力対応（散逸系）



Regge-Wheeler 方程式 5

・球対称なBHにおける重力場の摂動方程式 (2GM=1)

( −
d2

dr2
*

+ V(r))R = ω2R, (V = f[ l(l + 1)
r2

−
3
r3 ], f(r) = 1 −

1
r )

亀座標：r* = r − log(r − 1)

r*

V

・境界条件

hμν ∼ e−iωtRl (r)Ylm(θ, ϕ)

in-goingモード

e−iωr*

out-goingモード

eiωr*



QNMの数値計算 6
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Figure 1. First 60 Schwarzschild gravitational quasi-normal frequencies for l = 2 and
l = 3. The odd order frequencies are prominently marked; a few even-order frequencies
are indicated as short bars perpendicular to the curves connecting the points.

TABLE 1: REPRESENTATIVE SCHWARZSCHILD GRAVITATIONAL QUASI-NORMAL
FREQUENCIES FOR l = 2 AND l = 3.

Note the near-coincidence of the ninth l = 2 and the forty-first l = 3 frequencies with the ‘algebraically
special’ values 1

6
(l � 1)l(l + 1)(l + 2) discussed by Chandrasekhar (1984)

n l = 2 l = 3
!n !n

1 ( 0.747343,� 0.177925) ( 1.198887,� 0.185406)
2 ( 0.693422,� 0.547830) ( 1.165288,� 0.562596)
3 ( 0.602107,� 0.956554) ( 1.103370,� 0.958186)
4 ( 0.503010,� 1.410296) ( 1.023924,� 1.380674)
5 ( 0.415029,� 1.893690) ( 0.940348,� 1.831299)
6 ( 0.338599,� 2.391216) ( 0.862773,� 2.304303)
7 ( 0.266505,� 2.895822) ( 0.795319,� 2.791824)
8 ( 0.185617,� 3.407676) ( 0.737985,� 3.287689)
9 ( 0.000000,� 3.998000) ( 0.689237,� 3.788066)
10 ( 0.126527,� 4.605289) ( 0.647366,� 4.290798)
11 ( 0.153107,� 5.121653) ( 0.610922,� 4.794709)
12 ( 0.165196,� 5.630885) ( 0.578768,� 5.299159)
20 ( 0.175608,� 9.660879) ( 0.404157,� 9.333121)
30 ( 0.165814,�14.677118) ( 0.257431,�14.363580)
40 ( 0.156368,�19.684873) ( 0.075298,�19.415545)
41 ( 0.154912,�20.188298) (�0.000259,�20.015653)
42 ( 0.156392,�20.685530) ( 0.017662,�20.566075)
50 ( 0.151216,�24.693716) ( 0.134153,�24.119329)
60 ( 0.148484,�29.696417) ( 0.163614,�29.135345)

293

Leaver (1985)  が有限の値に収束Re[ω]

・  は次のような値になることが
解析的に示されている。 
[Andersson, Howls (2003)]  

ω

ω =
log 3
4π

−
i
4

(2N + 1), (for largeN )

・一般相対論を超えた重力理論の場合に、大きなNに対して  
はどのように振舞うのか？

ω

（Schwarzschild BH）
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完全WKB解析 8

完全WKB解析： 
(2階)常微分方程式の解の大域的挙動を近似なしで与える
数学的手法。特に固有値問題で有用。

物理への応用例： 
・粒子生成（Bogoliubov係数の導出） 
・量子化条件の導出 
・ブラックホール準固有振動 (today’s topic) 
・etc 

利点: 
 特殊関数の知識を用いずに解析接続できる。



WKB解 9

・シュレディンガー型微分方程式

( −
d2

dx2
+ η2Q(x))ψ = 0 （ ：大きい摂動パラメータ）η

・  とおいて摂動的に解くとWKB解が得られるψ = e ∫x S dx

ψWKB
± =

1
Sodd

e± ∫x
x0

Sodddx

{
Sodd = ηS−1 + η−1S1 + η−3S3 + ⋯

S−1 = Q

・このWKB級数は無限に足し上げるとn!程度で発散する

・ まで取るのがよくあるWKB近似Sodd ∼ η Q(x)

S = ηS−1 + S0 + η−1S1 + η−2S2 + ⋯



Borel 総和法 10

・形式級数  (  は  に依存しない定数)f = eηs
∞

∑
n=0

fn η−n−α s, fn, α η

・Borel 変換  fB(y) :=
∞

∑
n=0

fn
Γ(n + α)

(y + s)n+α−1

・Borel和 F(η) := ∫
∞

s
e−ηsfB(y)dy

 が収束する時、形式級数 
 はBorel総和可能。

F(η)

f

・このBorel総和法をWKB解に適用し、解析的な意味を持たせる
のが、完全WKB解析の骨子。[Voros(1983), 青木, 河合, 竹井]

ψWKB
± =

1
Sodd

e± ∫x
x0

Sodddx = e±η ∫x
x0

Q(x)dx
∞

∑
n=0

f±,n(x) η−n−1/2



Stokes曲線と接続公式 11

・Stokes曲線：  で定義される複素平面上の曲線 Im Q(x)dx = 0

・Stoke曲線を横切ると、以下のStokes現象が起こる

Q(x) = x

x

ψ I
+

ψ II
+ + iψ II

−

I

II

O
+

−

−

{ψ+ → ψ+ + iψ−
ψ− → ψ−

, (Re∫
x

x0

Q(x) > 0)

{ψ+ → ψ+

ψ− → ψ− + iψ−
, (Re∫

x

x0

Q(x) < 0)

・行列で表すと便利
V+ = (1 i

0 1) V− = (1 0
i 1) (ψ+

ψ−) → V± (ψ+
ψ−)

-  is dominantψ+

-  is dominantψ−

注）積分の下端は変わり点に取る
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方程式の書き直し 13

( −
d2

dr2
+ η2Q(r))ψ = 0, Q = Q0 + η−2Q2

・Regge-Wheeler 方程式 (  )ψ = f1/2R

Q0(r) = −
Ω2r4 − (r − 1)(l(l + 1)r − 4)

r2(r − 1)2
, Q2(r) = −

1/4
r2(r − 1)2

・  は大きな摂動パラメータ（あとで  にとる）η η = 1

・  はWKB解の漸近形がLeadingで正しくなるように取る。Q0

R = f −1/2ψ ∼ {e−iωr* (r* → − ∞)
eiωr* (r* → ∞)

∼ {(r − 1)−iω (r → 1)
eiωrriω (r → ∞)



Stokes曲線 (Schwarzschild) 14

Im Q0(r)dr = 0 x ・黒い波線は の分岐線Q0

・青い波線は の分岐線 

（実は先行研究では触れてない）

Q1/4
0

・赤線に沿って解析接続すると

M = V−1
+ Γ21V−1

+ D−1
1 Γ14V−Γ41V−V+Γ12V+

(ψ+
ψ−)

A

→ M (ψ+
ψ−)

A

Γij = (
uij 0

0 u−1
ij ), uij = exp(∫

rj

ri

Sodd dr)
D1 = (ν+

i 0
0 ν−

i ), ν±
i = exp(iπ(1 ± 2Res

ρ=1
Sodd)) = eiπ(1±2iηω)

基準点の切り替え

青い分岐線の寄与

▲：変わり点 
✖：特異点



準固有振動の条件式 15

ψ A
+ → M11(ω)ψ A

+ + M12(ω)ψ A
−

・無限遠点でのout-going modeに対応する  についてψ A
+

・out-going 境界条件を考慮すると

M12(ω) = 0 準固有振動の条件式！

・具体的に書き下すと次のようになる（ここまでは近似無し）

ω =
1

4π
log(u2

41 + u2
12(u

2
41 + 1)) −

i
4

(2N + 1)

(uij = e ∫r2
r1

Sodd dr ∼ e ∫r2
r1

Q0 dr)・ の仮定の下で  なので| Im ω | ≫ 1 u2
12 ∼ u2

41 ∼ 1

ω ∼
log 3
4π

−
i
4

(2N + 1) 数値計算の結果を再現！
[Andersson, Howls (2003)]  
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Parametrized BH 17

( −
d2

dr2
*

+ V(r))R = ω2R

・Parametrized BH  [Cardoso, Kimura, Maselli, Berti (2019)]

・強重力下(BH近傍)では一般相対論に補正が必要かもしれない。

V = VRW + δV

VRW = f( l(l + 1)
r2

−
3
r3 ), δV =

∞

∑
j=0

δVj = f
∞

∑
j=0

αj

rj

・今回は  を考えてみる。δV3

・この重力理論でLarge N の  はどうなっているだろうか。ω

 : 定数αj

・  の取り方で色々な重力理論を再現する。αj



 の場合VRW + δV3
18

Q0(r) = −
Ω2r4 − (r − 1)(l(l + 1)x − 4+α3)

r2(r − 1)2

・Stokes構造は なら変わらないので、Schwarzschildとほ
ぼ同じ条件式が出る。 
（  はStokes曲線の縮退が起こって計算が難しいので今回
は考えない。）

α3 < 4

α3 ≥ 4

・ の仮定の下で の実部が以下のように変更される。| Im ω | ≫ 1 ω

ω ∼
1

4π
log(1 + 2 cos π 4 − α3) −

i
4

(2N + 1)

・特に  の時  になって発散する。α3 =
20
9

,
32
9

log 0

単に  の置き換え4 → 4 − α3



数値計算との比較 19

・Large NでExact WKBの予言に近づいている。

・ずれはsub-leading で の寄与があるため。N−1/2

Pre
lim
ina
ry

N=2×102

N=5×102

N=1.6×103

exact WKB
0 1 2 3 4

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

α3

R
e[
ω
Q
N
M
]

20
9

32
9



まとめと展望 20

・完全WKB解析を用いると、ブラックホール準固有振動の
条件式を導出できる。 
・Parametrized BHの場合( )、特定のパラメータで  
の発散が見られた。

δV3 Re ω

・ の の場合 (in progress) 

・small N への適用 
・回転ブラックホールへの適用 
・ゲージ・重力対応への応用 
・in-going boundary condition との整合性

j ≥ 4 δVj

まとめ

展望と課題
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Back up



Ex) 調和振動子ポテンシャル 22

 

Q(x) =
x2

4
− E

ψ (a)
− =

1
Sodd

e± ∫x
a Sodddx

・I → II
ψ(a)

− → ψ(a)
− − iψ(a)

+

a b

x

I II III

− −

− −

+ +

ψ(a)
−

・出発点

・基点の切り替え
ψ(a)

± = e± ∫b
a Sodddx ψ(b)

±

・II → III
ψ (a)

− − iψ (a)
+ → ψ (a)

− − i(1 + e−2 ∫b
a Sodddx)ψ (a)

+

：量子化条件= 0

( ∵ 2∫
b

a
Sodddx = 2πi Res

x=∞
Sodd = 2πiηE)E = η−1(N + 1/2)



無限遠点からホライゾンへの解析接続23

M = V−1
+ Γ21V−1

+ D−1
1

= (u21ν−1
+ −iu21(1 + u2

12)
0 u12ν− )

Im Q0(r)dr = 0

x ・Monodromy matrix

ψ+ → u21ν−1
+ ψ+ − iu21(1 + u2

12) ψ−

・From boundary condition

= 0

・  なので上手くいかないu21ν−1
+ ≠ 0

・Voros係数を考慮する必要？



 の計算 ([Andersson, Howls (2003)]とは別の計算方法)uij
24

log uij = Iij = ∫
j

i
Sodddx ∼ ∫

j

i
Q0 = iω∫

j

i
1 − f = iω∫

j

i

∞

∑
k=0

ak f n

・以下のように展開して不定積分を実行

・変わり点を で展開1/ω

ρj = θ j−1 s
ω

− θ2( j−1) l(l + 1) + s2

4sω
+ O( 1

ω3/2 ), θ = eiπ/2

・この変わり点を に代入して各 の係数について無限和を実行uij 1/ω

Iij = − iπs(θ2( j−1) − θ2(i−1)) + O(ω−1/2)

∴ u12 = u−1
41 ∼ e2iπ = 1 (for s=2)



 の時のStokes曲線α3 ≥ 4
25
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・For large Im ω

α3 = 4 α3 = 4.1



Scalar Gauss Bonnet gravity 26

[M. B. Green, J. H. Schwarz (1984)]

ℒ =
M2

pl

2
R −

1
2

(∂ϕ)2 +
b1

Λ
ϕ(R2 − 4RμνRμν + RμνρσRμνρσ)

α0 =
4
15

b2
1ϵ2r2

Hω2, α1 = −
584
15

b2
1ϵ2r2

Hω2, α2 = −
1052
15

b2
1ϵ2r2

Hω2

α3 =
2
5

b2
1ϵ2(−196 + 49l + 49l2 − 80r2

Hω2)

α4 =
1
15

b2
1ϵ2(−783 + 174l + 174l2 + 392r2

Hω2)

α5 =
2
15

b2
1ϵ2(5475 − 663l − 663l2 + 680r2

Hω2)

α6 = −
1
15

b2
1ϵ2(674 + 646l + 646l2)

α7 = −
676
15

b2
1ϵ2(−6 + l + l2)

α8 =
2
3

b2
1ϵ2(−6601 + 218l + 218l2)

α9 = 3760b2
1ϵ2

rH = 2M(1 − ϵ2b2
1

98
5 )

ϵ = 1
4ΛMplM2



Stokes Line gallery for δVj≥4
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