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超対称性 (SUSY)

N = 1 SUSY の代数
実超電荷: R = R†,
フェルミオンパリティ: (−1)F s.t.

{
R, (−1)F

}
= 0,

ハミルトニアン: H = 1
2
R2 = 1

4
{R,R}

H に対してこのような R, (−1)F があるとき、H は SUSYを持つという。

要するに · · ·
H が Rの 2乗で表される系を考えるだけ
[R,H] = 0、

[
(−1)F , H

]
= 0

具体例 (自由粒子): H = p2/(2m)、R = p/
√
m、(−1)F = P (パリティ)
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超対称性 (SUSY)

SUSYを持つ系のスペクトラム構造
H は半正定値、 E ≥ 0

E = 0 の状態⇔ R |0.g.s.⟩ = 0と R で消滅する基底状態
E > 0 の状態⇔ (−1)F = ±1のペアが Rで互いに移り変わる:

R |E,+⟩ =
√
2E |E,−⟩ , R |E,−⟩ =

√
2E |E,+⟩

非相対論的な量子力学や格子模型でも考えることができる
[1] E. Witten, 1982 など
本研究ではスピン (マヨラナフェルミオン)による格子模型で
SUSY SSB の相図や厳密解を調べる
[2-4] N. Sannomiya et al., 2016, 2017, 2019
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本研究 1 : 超対称性の自発的破れ (SUSY SSB)

SUSY SSB の定義

基底状態のエネルギー密度 Eg.s./L > 0
def⇔ SUSY SSB

[2-4] N. Sannomiya et al., 2016, 2017, 2019
有限系では Eg.s. > 0と通常通り
(⇔ R |g.s.⟩ ̸= 0、H が持つ SUSY不変性が基底状態にはない!)

Eg.s. = O(L)で発散し、L→∞で Eg.s.が定義されない可能性!
有限系で常に Eg.s. > 0でも、無限系 L→∞では Eg.s./L→ 0と SUSY
が回復する可能性!
[5]E. Witten, 1982

本研究 1 :
ある超対称格子模型において、SUSY SSB の相図を調べた
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本研究 2 : SUSY SSB と NG フェルミオン

NG mode
通常の連続的対称性の SSB: NG ボゾンが出現
非相対論での分散関係の分類理論あり
SUSY SSB: NG フェルミオン (Goldstino)が出現
非相対論での分散関係の分類理論がまだない

本研究 2 :
ある非相対論的な格子模型での、NGフェルミオンとみられる素励起
を平均場近似で見つけた

さらに · · ·

厳密な基底状態を周期境界条件, 開放端境界条件の両方で見つけた
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本研究で導入する模型 (1)

以下の 1次元ハミルトニアン (g ≥ 0はパラメ
ータ)は超対称性を持つ

H(g) :=

L

2
+ g

∑
j

(
σz
j−1 − σx

j σ
x
j+1

)︸ ︷︷ ︸
臨界横磁場イジング

+g2
∑
j

(
1

2
− σz

j−1σ
x
j σ

x
j+1

)
︸ ︷︷ ︸

相互作用

超電荷は→のマヨラナフェルミオンを用いて

R(g) =
∑
j

(βj + igβjβj+1γj)

𝛽!"#
𝛾!"#

𝝈!"#

𝛽!
𝛾!

𝛽!$#
𝛾!$#

𝝈! 𝝈!$#

マヨラナフェルミオン:

βj := (−σz
1) · · ·

(
−σz

j−1

)
σx
j

γj := (−σz
1) · · ·

(
−σz

j−1

)
σy
j

{βi, βj} = {γi, γj} = 2δi,j

{βi, γj} = 0

(−1)F :=
∏L

j=1

(
−σz

j

)
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本研究で導入する模型 (2)

本研究で導入する模型 (g ≥ 0はパラメータ、1次元 S = 1/2スピン系)

H(g) :=
1

2
R(g)2 =

L

2
+ g

∑
j

(
σz
j−1 − σx

j σ
x
j+1

)︸ ︷︷ ︸
臨界横磁場イジング

+g2
∑
j

(
1

2
− σz

j−1σ
x
j σ

x
j+1

)
︸ ︷︷ ︸

相互作用

マヨラナフェルミオン表示では

H(g) :=
1

2
R(g)2 =

L

2
+ g

∑
j

i(βj+1 − βj)γj + g2
∑
j

(
1

2
+ βj−1γj−1βj+1γj

)
臨界点上の横磁場イジング模型に、相互作用 σz

j−1σ
x
j σ

x
j+1を加えたもの

超対称性の手法を用いて基底状態を調べることができる
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模型の SUSY SSB の相図

H(g) :=
1

2
R(g)2 =

L

2
+ g

∑
j

(
σz
j−1 − σx

j σ
x
j+1

)
+ g2

∑
j

(
1

2
− σz

j−1σ
x
j σ

x
j+1

)

周期境界条件において ↓
(無限系の SUSY SSBは
境界条件によらない)

𝑔
0 𝑔!超対称性の

⾃発的破れ 超対称性回復[6]

𝐻 = 𝐿/2

g H(g) Eg.s./L SUSY SSB 備考

0 L/2 1/2 ⃝ trivial
∞ g2

∑
j

(
1
2
− σz

j−1σ
x
j σ

x
j+1

)
0 × 可解模型 [6]

[6] P. Fendley, 2019
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gcの上限 1 (厳密解による上限)
周期境界条件かつ g = 1 の場合、ハミルトニアンは以下の通り

H(g = 1) =
∑
j

(
1 + σz

j−1

)(
1− σx

j σ
x
j+1

)
よって以下のような trivial/topological状態が 0 エネルギー基底状態!
g = 1で SUSY SSB は起きておらず、 gc < 1 !
超電荷による消滅条件 R |0.g.s.⟩ = 0からも理解できる

|triv⟩ := |· · · ↓↓↓ · · ·⟩

|topo±⟩ := 1√
2
(|· · · →→→ · · ·⟩ ± |· · · ←←← · · ·⟩)

𝑔
0 𝑔!超対称性の

⾃発的破れ 超対称性回復

𝐻 = 𝐿/2

1
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gcの下限 π/8 (変分原理による下限)
H(g)の基底状態を |g.s.⟩として変分原理より

Eg.s./L =
⟨g.s.|H(g) |g.s.⟩

L
= ⟨g.s.|

(
1

2
+ gHfree/L+ g2Hint/L

)
|g.s.⟩

≥ 1

2
+ gEfree

g.s. /L+ g2E int
g.s./L =

1

2

(
1− 8

π
g

)
⇒ 少なくとも g < π/8 = 0.39 · · · では Eg.s./L > 0で、 SUSY SSB !

𝑔0
𝑔!

超対称性の
⾃発的破れ 超対称性回復

𝜋 8⁄ 1
𝑔!	の下限を各項の基底エ

ネルギーから求めた
trivial/topological 相が
0 エネルギー基底状態
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超場形式による平均場近似

超場形式で導入される SUSY SSB の秩序変数を用いて、SUSY SSB を
自動で検知する平均場理論を構築できる

SUSY SSB
SUSY restored
𝑔!"# = 𝜋 4⁄

𝑔

𝐸!.#./𝐿

平均場近似

厳密対⾓化
(PBC, 𝐿 = 12)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

平均場理論での転移点 gmf
c = π/4を得る

線形分散のバンドが g < gmf
c でのみ出現 · · ·NG フェルミオン
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開放端条件での厳密解

g = 1 で、開放端条件をとる: このとき、以下の kink状態が基底状態
(Eg.s. = 1/2)

|· · · ↓↓↓↑
j
→→→ · · ·⟩ , |· · · ↓↓↓↑

j
←←← · · ·⟩ (j = 1, · · · , L)

↑の位置と→,←の選び方で 2L 重に縮退、秩序変数も ↑の位置に局在

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

en
er

gy
 s

pe
ct

ra

OBC, 𝐿 = 13

𝐸!.#. = 1 2⁄ が
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開放端条件での厳密解 · · · kinkと skink

この kink 状態は Eg.s. = 1/2 > 0を持ち、SUSY のペアを成している。
それを見るには、kink 状態を (−1)F =

∏L
j=1

(
−σz

j

)
の固有状態に取る:

|j, kink⟩ := 1√
2

(
|· · · ↓↓↓↑

j
→→→ · · ·⟩+ |· · · ↓↓↓↑

j
←←← · · ·⟩

)
|j, skink⟩ := 1√

2

(
|· · · ↓↓↓↑

j
→→→ · · ·⟩ − |· · · ↓↓↓↑

j
←←← · · ·⟩

)
これらは超電荷の作用によって入れ替わる SUSY のペアを成す:

R(g = 1) |j, kink⟩ = − |j, skink⟩
R(g = 1) |j, skink⟩ = − |j, kink⟩
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まとめ ·今後の展望

まとめ
g = 1 で周期境界条件を取ると、基底状態は triv/topoが縮退
SUSY SSB の転移点 gcの上限 ·下限を求めた、π/8 ≤ gc ≤ 1

超場形式 +平均場理論によって SUSY SSB 及び NG フェルミオンの
出現を定性的に捉えた、線形分散の NG フェルミオンが出現
g = 1 で開放端境界条件を取ると、基底状態は kink/skinkが縮退

今後の展望
NG フェルミオンの分散の次数を諸不等式により一般に定める
平均場理論を空間的に不均一な秩序変数に拡張
kink-skink 解における NG フェルミオンの出現を調べる
Witten 指数の活用
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超場形式

マヨラナ超場 Bj(t, θ) := βj(t) + θ
√
2Fj(t), Γj(t, θ) := γj(t) + θ

√
2Gj(t)

超場による作用の表式

S =

∫
dt

∫
dθ

∑
j

(
1

4
BjDBj +

1

4
ΓjDΓj −

1√
2
(Bj + igBjBj+1Γj)

)

θ積分を実行 (フェルミオンと補助場による作用の表式)

S =

∫
dt

L∑
j=1

(1
4
βjiβ̇j +

1

4
γjiγ̇j +

1

2
F 2
j +

1

2
G2

j

− Fj{1 + g(iβj+1γj − iβj−1γj−1)} − gGjiβjβj+1

)
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超場形式による平均場近似

Fj = {R, βj} /2 = 1 + g(iβj+1γj − iβj−1γj−1) = 1 + g
(
σz
j−1 − σx

j σ
x
j+1

)
、

Gj = {R, γj} /2 = giβjβj+1 = −gσy
jσ

x
j+1

と Fj, Gj は無限小超対称変換
有限系で SUSY unbrokenとすると R |g.s.⟩ = 0, ⟨g.s.|R = 0
⇒ ⟨Fj⟩g.s. = ⟨Gj⟩g.s. = ⟨g.s.| {R, ∗} |g.s.⟩ = 0

対偶により
有限系で ⟨Fj⟩g.s. ̸= 0または ⟨Gj⟩g.s. ̸= 0⇒ SUSY SSB
有限系において、⟨Fj⟩g.s.や ⟨Gj⟩g.s.は SUSY SSB の秩序変数

無限系でも、⟨Fj⟩g.s.や ⟨Gj⟩g.s.の空間平均は秩序変数として機能
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