
アクシオン電磁気学における高次対称性と 3群

横倉 諒 (KEK)

ポスター番号 45

2020. 8. 26

KEK 理論センター研究会 「熱場の量子論とその応用」, online

Y. Hidaka, M. Nitta, RY, Phys. Lett. B 808 (2020) 135672 [2006.12532] [1]

に基づく

https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135672
https://arxiv.org/abs/2006.12532
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ウィッテン効果 異常ホール効果

• アクシオン電磁気学には「3 群」で記述される大域的対称性が存在する

• アクシオンのウィッテン効果や異常ホール効果は、3 群で理解できる

技術的には、

• アクシオン電磁気学の大域的高次対称性を明らかにした

• 高次対称性の生成子の相関関数から 3 群の構造を導いた
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2 アクシオン電磁気学とその高次対称性

3 ウィッテン効果と異常ホール効果を高次対称性で見る

4 アクシオン電磁気学における 3 群



アクシオン電磁気学: アクシオン ϕ + 光子 aµ + トポロジカル結合
[Wilczek ’87][2]

N

4π2
ϕE ·B =

N

32π2
ϕϵµνρσfµνfρσ =

N

8π2
ϕda ∧ da

特徴

1. トポロジカル結合: 量子異常で決まる (高次補正を受けない)

2. 素粒子・ハドロン・物性系に遍在

ϕ = QCD アクシオン, π0 中間子, アクシオン絶縁体,...

3. 時間・空間的に広がった物体の存在

M

アクシオン分域壁磁気単極子

B

アクシオン弦

r�
r�

トポロジカル結合は広がった物体に非自明な物理を与える
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広がった物体に関するウィッテン効果 & 異常ホール効果

M

アクシオン 
分域壁

磁荷

B
E

アクシオン弦

+
+

+
+

+

+
+

+ E

j

E

j

r�

ウィッテン効果 異常ホール効果

• ウィッテン効果: 磁荷 + アクシオン分域壁 → 電荷 [Witten ’79; Sikivie ’84; Kogan ’92][3, 4, 5]

電場のガウスの法則の変更: ∇ ·E = N
4π2 ∇ϕ ·B (元は θE · B があると磁荷が電荷を持つ現象)

• 異常ホール効果: アクシオン弦 + 電場 → 電流

[Sikivie ’84; Wilczek ’87; Qi, et al. ’08; Teo & Kane ’10][4, 2, 6, 7]

マクスウェル・アンペールの法則の変更: ∇×B − ∂E
∂t

= N
4π2 ∇ϕ×E

問い: 広がった物体の物理の背後にある数理？

2 / 17



広がった物体に関するウィッテン効果 & 異常ホール効果

M

アクシオン 
分域壁

磁荷

B
E

アクシオン弦

+
+

+
+

+

+
+

+ E

j

E

j

r�

ウィッテン効果 異常ホール効果

• ウィッテン効果: 磁荷 + アクシオン分域壁 → 電荷 [Witten ’79; Sikivie ’84; Kogan ’92][3, 4, 5]

電場のガウスの法則の変更: ∇ ·E = N
4π2 ∇ϕ ·B (元は θE · B があると磁荷が電荷を持つ現象)

• 異常ホール効果: アクシオン弦 + 電場 → 電流

[Sikivie ’84; Wilczek ’87; Qi, et al. ’08; Teo & Kane ’10][4, 2, 6, 7]

マクスウェル・アンペールの法則の変更: ∇×B − ∂E
∂t

= N
4π2 ∇ϕ×E

問い: 広がった物体の物理の背後にある数理？

2 / 17



広がった物体に関するウィッテン効果 & 異常ホール効果

M

アクシオン 
分域壁

磁荷

B
E

アクシオン弦

+
+

+
+

+

+
+

+ E

j

E

j

r�

ウィッテン効果 異常ホール効果

• ウィッテン効果: 磁荷 + アクシオン分域壁 → 電荷 [Witten ’79; Sikivie ’84; Kogan ’92][3, 4, 5]

電場のガウスの法則の変更: ∇ ·E = N
4π2 ∇ϕ ·B (元は θE · B があると磁荷が電荷を持つ現象)

• 異常ホール効果: アクシオン弦 + 電場 → 電流

[Sikivie ’84; Wilczek ’87; Qi, et al. ’08; Teo & Kane ’10][4, 2, 6, 7]

マクスウェル・アンペールの法則の変更: ∇×B − ∂E
∂t

= N
4π2 ∇ϕ×E

問い: 広がった物体の物理の背後にある数理？

2 / 17



広がった物体に関するウィッテン効果 & 異常ホール効果

M

アクシオン 
分域壁

磁荷

B
E

アクシオン弦

+
+

+
+

+

+
+

+ E

j

E

j

r�

ウィッテン効果 異常ホール効果

• ウィッテン効果: 磁荷 + アクシオン分域壁 → 電荷 [Witten ’79; Sikivie ’84; Kogan ’92][3, 4, 5]

電場のガウスの法則の変更: ∇ ·E = N
4π2 ∇ϕ ·B (元は θE · B があると磁荷が電荷を持つ現象)

• 異常ホール効果: アクシオン弦 + 電場 → 電流

[Sikivie ’84; Wilczek ’87; Qi, et al. ’08; Teo & Kane ’10][4, 2, 6, 7]

マクスウェル・アンペールの法則の変更: ∇×B − ∂E
∂t

= N
4π2 ∇ϕ×E

問い: 広がった物体の物理の背後にある数理？

2 / 17



候補: 大域的高次対称性 [Gaiotto et al. ’14][8]

広がった p 次元物体に作用する変換のもとでの大域的対称性
(従来の対称性は 0 次対称性: ローカルな場に作用)

x
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t

z

x, y

Ctime slice

=

t

z

x, y

C

ei↵
x xx x

xx

例: 真空中の電磁気学での 1 次対称性

• 広がった物体: 試験電荷の世界線 (ウィルソンループ) ei
∫
C aµdx

µ

• 変換生成子 = 保存量: 電気力線の面積分 exp(i
∫
S ∗da)

応用例: 電磁気学の相構造を大域的対称性で分類

• 真空中の電磁気学: U(1) 1 次対称性が破れた相, NG ボソン = 光子

• (s 波) 超伝導相: Z2 1 次対称性が破れた相 (トポロジカル秩序相を大域的対称性の SSB で理解可能)

アクシオン電磁気学における高次対称性？
3 / 17



これからやること
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ウィッテン効果 異常ホール効果

• アクシオン電磁気学の高次対称性とその群構造を明らかにする

• ウィッテン効果と異常ホール効果を高次対称性の構造から考察する

答え:

• 高次対称性: ZN 0 次、電気的 ZN 1 次、磁気的 U(1) 1 次、U(1) 2 次対称性

• 群構造: 3 群

• ウィッテン効果: 3 群の作用

• 異常ホール効果: パイファー・リフティング (3 群に特徴的な構造)
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アクシオン電磁気学とその高次対称性

Y. Hidaka, M. Nitta, RY, Phys. Lett. B 808 (2020) 135672

https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135672


メッセージ

アクシオン電磁気学には 4 種類の高次対称性がある

種類 群 作用される物体

0 次 ZN アクシオン eiϕ(P) → ei(ϕ(P)+2π/N)

電気的 1 次 ZN 点電荷の世界線 ei
∫
C a → e2πi/Nei

∫
C a

磁気的 1 次 U(1) 点磁荷の世界線 T (C) → eiα1T (C)

2 次 U(1) アクシオン弦の世界面 V (S) → eiα2V (S)
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セットアップ [Wilczek ’87] [2]

作用

S = −
∫

( v
2

2
|dϕ|2 + 1

2e2
|da|2 − N

8π2 ϕda ∧ da)

v: 崩壊定数, e: 結合定数

• アクシオン ϕ: ϕ+ 2π ∼ ϕ を満たす擬スカラー場 (NG ボソン eiϕ)

• 電磁場 a = aµdxµ: U(1) ゲージ場

• N : 自然数 (UV での Dirac フェルミオンの数)

S = −
∫
d
4
x( v

2

2
|∂µϕ|

2
+ 1

2e2
|fµν |2 − N

32π2 ϕϵ
µνρσ

fµνfρσ), fµν = ∂µaν − ∂νaµ

SUV = −
∫ (

1
2e2

|da|2 + v2

2
|dϕ|2 + iψ̄i(/∂ − i/a)ψi + yvψ̄ie

iγ5ϕψi

)
, ψi : Dirac フェルミオン i = 1, ..., N
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ZN 0次対称性: アクシオン eiϕ(P) のシフト対称性

P
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time slice

=P
V

V t

z
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Pe2⇡in�/N

• 保存則: アクシオンの EOM d(v2 ∗ dϕ+ N
8π2 a ∧ da) = 0

• 変換生成子:

U0(e
2πinϕ/N ,V) = exp

(
2πinϕ

N

∫
V (−v2 ∗ dϕ− N

8π2 a ∧ da)
)
, (V: 3D 世界体積)

• 変換される 0 次元物体: eiϕ(P)
(ϕ + 2π ∼ ϕ の同一視で不変)

• 変換群は ZN (アノマリーによる)

• 生成子自体を分域壁とみなせる (ウィッテン効果で使える) (V 内部と外部で ϕ(P) の値が変わる)

ei� ei(�+2⇡in�/N)
V
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電気的 ZN 1次対称性: 電束と磁場の保存則

t

z

x, y

=

t

z

x, y

x xx x

xx

ei
R
C a

U1E(S)
x

e2⇡ina/N

t

z

x, y

=
ei

R
C a

U1E(S)

e2⇡ina/N

t

z

x, y

ei
R
C a

ei
R
C a

• 保存則は光子の EOM: d( 1
e2

∗ da− N
4π2 ϕda) = 0

• 変換生成子: 電束の面積分 or 磁場の線積分 (を時間方向にも伸ばしたもの)

U1E(e
2πina/N ,S) = exp

(
2πina

N

∫
S(

1
e2

∗ da− N
4π2 ϕda)

)
• 変換される 1 次元物体 ei

∫
C a: 点電荷の世界線 or 瞬間的な電流 (電束 or 磁場のソース)

• 変換群は ZN (アノマリーによる)

• 変換生成子は外部電場とみなせる (異常ホール効果で使える)

S
⌦ ⌦⌦

⌦
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磁気的 U(1) 1次対称性: 電場と磁束の保存則
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xx

x
U1M(S)

T (C)

ei↵a

T (C)

• 保存則は光子のビアンキ恒等式: dda = 0

• 変換生成子: 磁束の面積分 (or 電場の線積分を時間方向にも伸ばしたもの)

U1M(eiαa ,S) = exp
(

iαa
2π

∫
S da

)
• 変換される 1 次元物体 T (C): 点磁荷の世界線 (or 瞬間的な磁流)

• 変換群は U(1)
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磁気的 U(1) 1次対称性: 電場と磁束の保存則
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U(1) 2次対称性: アクシオンの巻きつき数の保存則

x
y

z

t

z

x, y

time slice

=

x

x

x

x
x
x

x

V (S)V (S)U2(C)

U2(C)
x

t

z

x, y

x

x

x

x

x V (S)
ei↵�

• 保存則はアクシオンのビアンキ恒等式: ddϕ = 0.

• 変換生成子: アクシオンの巻きつき数 U2(e
iαϕ , C) = exp

(
iαϕ
2π

∫
C dϕ

)
• 変換される 2 次元物体 V (S): アクシオン弦の世界面 (巻きつき数のソース)

• 変換群は U(1)
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ここまでのまとめ

アクシオン電磁気学には 4 種類の高次対称性がある

種類 群 変換

0 次 ZN アクシオンのシフト eiϕ(P) → ei(ϕ(P)+2π/N)

電気的 1 次 ZN 点電荷の閉世界線の位相変換 ei
∫
C a → e2πi/Nei

∫
C a

磁気的 1 次 U(1) 磁気単極子の閉世界線の位相変換 T (C) → eiα1T (C)

2 次 U(1) アクシオンひもの世界面の位相変換 V (S) → eiα2V (S)
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ウィッテン効果と異常ホール効果を高次対称性で見る

これらの効果の背後にある対称性の構造は何か？

手法: 変換生成子の相関関数を調べる (カレント代数の拡張)



ウィッテン効果: 0次対称性 × 電気的 1次対称性 = 磁気的 1次対称性

U0(V)

U1E(S)

⌦V

=

x

U1M (S \ ⌦V)

U1E(S)

⟨U0(e
2πinϕ/N ,V)U1E(e

2πina/N ,S)⟩ = ⟨U1M(e
−2πinϕna/N ,ΩV ∩ S)U1E(e

2πina/N ,S)⟩

(U1E ∼ exp(i
∫
S ϕda) の ϕ を U0 でシフトする)

実際にウィッテン効果を記述できる (アクシオン分域壁から生じた電気力線を数える)

T (C)
== ei'⇥

U1E(S)

U1E(S 0)

U0(V) U0(V 0)

T (C) T (C)

U0(V)

U1M(S \ ⌦V0�V)
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異常ホール効果: 電気的 1次対称性 × 電気的 1次対称性 = 2次対称性

VS1 =<latexit sha1_base64="TASaxgDt915fU2diI7ygbDImqYY="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="gtHEGcKxJwjLF0VaqCKD8lBBwUw="></latexit>

U1E(S1)

U1E(S2) U1E(S2)

U2(S2 \ VS1)

⟨U1E(e
2πina/N ,S)U1E(e

2πin′
a/N ,S′

)⟩ = ⟨U2(e
−2πinan

′
a/N ,VS ∩ S′

)U1E(e
2πin′

a/N ,S′
)⟩

(U1E ∼ exp(
∫
S ϕda) の a を変換している)

実際に異常ホール効果を記述できる (ホール電流の作る磁力線を数える)

=<latexit sha1_base64="TASaxgDt915fU2diI7ygbDImqYY="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="gtHEGcKxJwjLF0VaqCKD8lBBwUw="></latexit> =<latexit sha1_base64="TASaxgDt915fU2diI7ygbDImqYY="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="gtHEGcKxJwjLF0VaqCKD8lBBwUw="></latexit> ei'
0

<latexit sha1_base64="Lic+6IO/evOe2iNk1DToF/W053I="></latexit><latexit sha1_base64="XQsSziRp3I8D9ZwfiypluZwbBNI="></latexit><latexit sha1_base64="XQsSziRp3I8D9ZwfiypluZwbBNI="></latexit><latexit sha1_base64="Cyu4vxhE/F7VIANAWvFPL5cJ/uM="></latexit><latexit sha1_base64="S/67xscRqzBaDzI9nxXuAvZtR9w="></latexit><latexit sha1_base64="S/67xscRqzBaDzI9nxXuAvZtR9w="></latexit><latexit sha1_base64="XL08wAy2Xf8xvZMpLceddrPlEng="></latexit><latexit sha1_base64="XL08wAy2Xf8xvZMpLceddrPlEng="></latexit><latexit sha1_base64="XQsSziRp3I8D9ZwfiypluZwbBNI="></latexit><latexit sha1_base64="XQsSziRp3I8D9ZwfiypluZwbBNI="></latexit><latexit sha1_base64="XQsSziRp3I8D9ZwfiypluZwbBNI="></latexit><latexit sha1_base64="XQsSziRp3I8D9ZwfiypluZwbBNI="></latexit><latexit sha1_base64="XL08wAy2Xf8xvZMpLceddrPlEng="></latexit>UaE(S 0
1)<latexit sha1_base64="rnU3aPE48qC4l119I0DcIjQa94s="></latexit><latexit sha1_base64="4dBEvqZBEaL8MnUVAd/Y7XkCUCU="></latexit><latexit sha1_base64="4dBEvqZBEaL8MnUVAd/Y7XkCUCU="></latexit><latexit sha1_base64="4IQAo4La7G96ji9+Qf4qrOrYsvw="></latexit>

V (Sstr.)
<latexit sha1_base64="vud6dl/Kh6aQAes13OSMeXOWBW4="></latexit><latexit sha1_base64="7Jk1PjR4cNa1SKNpjeroNrj10mY="></latexit><latexit sha1_base64="7Jk1PjR4cNa1SKNpjeroNrj10mY="></latexit><latexit sha1_base64="sdLlKIukVftxhx4pmNechhUlqSo="></latexit>

UaE(S1)
<latexit sha1_base64="/m69kxVVkRA31HNFAUx8KIZQbxQ="></latexit><latexit sha1_base64="UQlOe7leIwR9Ld7c5FOsob2oUHg="></latexit><latexit sha1_base64="UQlOe7leIwR9Ld7c5FOsob2oUHg="></latexit><latexit sha1_base64="+zhCL+W7f6RUVM8C9Z0TJ/tlJiY="></latexit>

V (Sstr.)
<latexit sha1_base64="vud6dl/Kh6aQAes13OSMeXOWBW4="></latexit><latexit sha1_base64="7Jk1PjR4cNa1SKNpjeroNrj10mY="></latexit><latexit sha1_base64="7Jk1PjR4cNa1SKNpjeroNrj10mY="></latexit><latexit sha1_base64="sdLlKIukVftxhx4pmNechhUlqSo="></latexit>

V (Sstr.)
<latexit sha1_base64="vud6dl/Kh6aQAes13OSMeXOWBW4="></latexit><latexit sha1_base64="7Jk1PjR4cNa1SKNpjeroNrj10mY="></latexit><latexit sha1_base64="7Jk1PjR4cNa1SKNpjeroNrj10mY="></latexit><latexit sha1_base64="sdLlKIukVftxhx4pmNechhUlqSo="></latexit>

U1E(S1)

U1E(S2) U1E(S 0
2) U2(S2 \ VS1�S0

1
)

注: ホール電流の向きはトーラスに沿う

r�

EE jj
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問い: 変換生成子の相関関数の背後にある数理的構造は何？

• ウィッテン効果: 0 次対称性 × 1 次対称性 = 1 次対称性
U0(V)

U1E(S)

⌦V

=

x

U1M (S \ ⌦V)

U1E(S)

• 異常ホール効果: 1 次対称性 × 1 次対称性 = 2 次対称性

VS1 =<latexit sha1_base64="TASaxgDt915fU2diI7ygbDImqYY="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="BxK1pHDF7YV2QVq6f2XPLq1baCs="></latexit><latexit sha1_base64="gtHEGcKxJwjLF0VaqCKD8lBBwUw="></latexit>

U1E(S1)

U1E(S2) U1E(S2)

U2(S2 \ VS1)

• Cf. 従来のカレント代数 = 従来の群論: 0 次対称性 × 0 次対称性 = 0 次対称性

従来の群論を超えた枠組みが必要
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アクシオン電磁気学における 3群



3 群とは？ 数学的には... [Conduché ’84; Matrins & Picken ’09][9, 10]

公理 (のなかで今回使うもの)

• 3 つの群 G, H, L

• 作用 ▷: G から G, H, L への変換 (随伴表現の拡張): g ▷ g′ = gg′g−1, g ▷ h, g ▷ l

• パイファー・リフティング: H の 2 つの元から L への写像 {h, h′} ∈ L

• ...

(注: 3 群は正式には 2-crossed module または semistrict 3-group と呼ばれる。ここでは単に 3 群と書く。)
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3 群とは？ より物理的に...

この解釈で 3 群の公理を満たせる

高次対称性で 3 群を記述できる

• G, H, L の元: 0,1,2 次対称性の変換生成子 (正確には群のユニタリ表現)

V S C

g 2 G h 2 H l 2 L

• G の作用 ▷: 0 次対称性の生成子でで他の生成子を囲む

g
h

g�1

=

g . h

• パイファー・リフティング {h, h′}:

1 次対称性の生成子同士の “リンク” (surface link と呼ばれる) [Carter, et al ’01] [11]

=
h

h0 {h, h0} 2 L

ちょうどウィッテン効果と異常ホール効果を記述できそうな概念がある！ 16 / 17



アクシオン電磁気学における 3群

• 3 つの群: G = ZN (0 次), H = ZN × U(1) (1 次), L = U(1) (2 次)

• ウィッテン効果 = G の作用 ▷:

g
h

g�1

=

g . h

e2πinϕ/N ▷ (e2πina/N , eiαa ) = (e2πina , e−2πinϕna/Neiαa )

• 異常ホール効果 = パイファー・リフティング:

=
h

h0 {h, h0} 2 L

{(e2πina/N , eiαa ), (e2πin′
a/N , eiα

′
a )} = e−2πinan

′
a/N
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まとめ

g
h

g�1

=

g . h

=
h

h0 {h, h0} 2 L

• アクシオン電磁気学には「3 群」で記述される大域的対称性が存在する

• アクシオンのウィッテン効果や異常ホール効果は、3 群で理解できる

• Future work: アノマリー流入との関係 (defect 上の自由度まで含める)、アクシオン

が質量を持つ時の高次対称性、などなど
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