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1.超流動系に対する有効作用
Non-relativistic fermion 𝜓 with the action

External potential Two-body interaction

𝑆 𝜓,𝜓∗ = න
𝜉

𝜓∗ 𝜉𝜖 𝜕𝜏 −
Δ

2
+ 𝒱 𝜉 𝜓 𝜉 +

1

2
න
𝜉𝜉′
𝒰 𝜉, 𝜉′ 𝜓∗ 𝜉𝜖 𝜓∗ 𝜉𝜖

′ 𝜓 𝜉′ 𝜓 𝜉

𝜉 = 𝜏, 𝒙, 𝑎 𝜏: imaginary time, 𝑥: spatial coordinate, 𝑎: internal dof.

Particle-number and
(nonlocal) pairing density fields:

ො𝜌𝑖 ⋅ 𝑖=𝜌,𝜅,𝜅∗ = 𝜓∗ 𝜉𝜖 𝜓 𝜉 , 𝜓 𝜉 𝜓 𝜉′ , 𝜓∗ 𝜉′ 𝜓∗ 𝜉

External sources: 𝐽𝑖 ⋅
𝑖=𝜌,𝜅,𝜅∗

= 𝐽𝜌 𝜉 , 𝐽𝜅 𝜉, 𝜉′ , 𝐽𝜅
∗
𝜉, 𝜉′

𝑊 Ԧ𝐽 = 𝐽𝜌, 𝐽𝜅 , 𝐽𝜅
∗

= ln𝑍 Ԧ𝐽 = lnන𝒟𝜓𝒟𝜓∗𝑒
−𝑆 𝜓,𝜓∗ 𝜉׬+ 𝐽

𝜌 𝜉 ෝ𝜌𝜌 𝜉 ′𝜉𝜉׬+ 𝐽
𝜅 𝜉,𝜉′ ෝ𝜌𝜅 𝜉,𝜉′ ′𝜉𝜉׬+ 𝐽

𝜅∗ 𝜉,𝜉′ ෝ𝜌𝜅∗ 𝜉,𝜉′

Γ Ԧ𝜌 = 𝜌, 𝜅, 𝜅∗ = sup
Ԧ𝐽

නԦ𝐽 ⋅ ⋅ Ԧ𝜌 ⋅ −𝑊 Ԧ𝐽

𝜉׬ =σ𝑎 0׬
𝛽
𝑑𝜏 ׬ 𝑑𝒙

Effective action:Legendre trans.

׬ Ԧ𝐽 ⋅ ⋅ Ԧ𝜌 ⋅ = 𝜉׬ 𝐽
𝜌 𝜉 𝜌 𝜉 +

′𝜉𝜉׬ 𝐽
𝜅 𝜉, 𝜉′ 𝜅 𝜉, 𝜉′ + ′𝜉𝜉׬ 𝐽

𝜅∗ 𝜉, 𝜉′ 𝜅∗ 𝜉, 𝜉′

2.超流動系の密度汎関数理論
⚫Variational principle

Quantum EOM under artificial external fields (generalized chemical potentials) 𝜇𝑖 ⋅
𝑖=𝜌,𝜅,𝜅∗

= 𝜇𝑎, 𝛿, 𝛿
′

𝛿, 𝛿′: infinitesimal

𝛿

𝛿𝜌𝑖
Γ Ԧ𝜌 − ׬ Ԧ𝜇 ⋅ ⋅ Ԧ𝜌 ⋅ = 0

׬ Ԧ𝜇 ⋅ ⋅ Ԧ𝜌 ⋅ = σ𝑎 𝜇𝑎 =𝑋׬ 𝜏,𝒙
𝜌 𝜉 + 𝛿 ′𝜉𝜉׬ 𝜅 𝜉, 𝜉′ + 𝛿′ ′𝜉𝜉׬ 𝜅

∗ 𝜉, 𝜉′

𝜌ave,𝑖 ⋅ =
1

𝑍 Ԧ𝜇
න𝒟𝜓𝒟𝜓∗ ො𝜌𝑖 ⋅ 𝑒

−𝑆 𝜓,𝜓∗ ׬+ 𝜇 1 ⋅ෝ𝜌 1

⚫One-to-one map between the external fields and the equilibrium densities

equilibrium densities with a given chemical potentials Ԧ𝜇

𝒱 𝜉 , 0,0 − Ԧ𝜇
one to one

Ԧ𝜌ave

Γ Ԧ𝜌 = න
𝜉

𝒱 𝜉 𝜌 𝜉 + Γ|𝒱=0 Ԧ𝜌 .• Linear dependence on 𝒱:

Γ Ԧ𝜌ave
𝛽

𝜇→ 𝜇𝑎,0,0 1

𝛽
න
𝜉

𝜇𝑎𝜌ave 𝜉 −
1

𝛽
ln 𝑍 Ԧ𝜇 = 𝜇𝑎, 0,0

𝐹H Ԧ𝜌 =
Γ Ԧ𝜌

𝛽

Helmholtz free-energy 
density functional:

: Helmholtz free energy

Grand potential Ω Ԧ𝜇 𝐸 Ԧ𝜌 = lim
𝛽→∞

Γ Ԧ𝜌

𝛽

In fact,

EDF:

• I Ԧ𝜌 = Γ Ԧ𝜌 − ׬ Ԧ𝜇 ⋅ ⋅ Ԧ𝜌 ⋅ is strictly convex thanks to 𝛿.3.有効作用に対するフロー方程式

𝑆𝜆 𝜓,𝜓∗ = න
𝜉

𝜓∗ 𝜉𝜖 𝜕𝜏 −
Δ

2
+ 𝒱 𝜉 𝜓 𝜉 +

1

2
න
𝜉𝜉′
𝒰𝜆 𝜉, 𝜉′ 𝜓∗ 𝜉𝜖 𝜓∗ 𝜉𝜖

′ 𝜓 𝜉′ 𝜓 𝜉

Flow parameter 𝜆 ∈ 0: 1 𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉′ = 𝒰 𝜉, 𝜉′ , 𝒰𝜆=0 𝜉, 𝜉′ = 0

Fully-interacting 
system

Non-interacting 
system

Γ𝜆 Ԧ𝜌 = sup
Ԧ𝐽

නԦ𝐽 ⋅ ⋅ Ԧ𝜌 ⋅ −𝑊𝜆
Ԧ𝐽

𝜕𝜆Γ𝜆 Ԧ𝜌 =
1

2
න
𝜉1𝜉2

𝜕𝜆𝒰𝜆 𝜉1, 𝜉2 𝜌 𝜉1 𝜌 𝜉2 + 𝜅 𝜉1, 𝜉2 𝜅∗ 𝜉1, 𝜉2 + 𝐺xc,𝜆
2

Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2

𝐺xc,𝜆
2

Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2 = 𝐺x
2

Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2 + 𝐺c,𝜆
2

Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2 ,

𝐺x
2

Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2 =
𝛿Γ𝜆=0
𝛿 Ԧ𝜌𝛿 Ԧ𝜌

𝜌𝜌

−1

Ԧ𝜌 𝜉1𝜖′ , 𝜉2 − 𝜅 𝜉1, 𝜉2 𝜅∗ 𝜉1, 𝜉2 − 𝜌 𝜉1 𝛿𝑎1𝑎2𝛿 𝒙1 − 𝒙2𝐺c,𝜆
2

Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2 =
𝛿Γ𝜆
𝛿 Ԧ𝜌𝛿 Ԧ𝜌

𝜌𝜌

−1

Ԧ𝜌 𝜉1𝜖′ , 𝜉2 −
𝛿Γ𝜆=0
𝛿 Ԧ𝜌𝛿 Ԧ𝜌

𝜌𝜌

−1

Ԧ𝜌 𝜉1𝜖′ , 𝜉2 ,

𝑊𝜆
Ԧ𝐽 = lnන𝒟𝜓𝒟𝜓∗𝑒−𝑆𝜆 𝜓,𝜓∗ ׬+ Ԧ𝐽 ⋅ ⋅ෝ𝜌 ⋅

Flow equation for Γ𝜆 Ԧ𝜌 :

𝒱KS
𝑖 Ԧ𝜌 ≔

𝛿

𝛿𝜌𝑖
Γ𝜆=1 Ԧ𝜌 − Γ𝜆=0|𝒱=0 Ԧ𝜌

𝛿Γ𝜆=0|𝒱=0 Ԧ𝜌ave
𝛿𝜌𝑖

+ 𝒱KS
𝑖 Ԧ𝜌ave = 𝜇𝑖

Kohn-Sham eq.

𝒱KS
𝑖 Ԧ𝜌 𝜉 or (𝜉, 𝜉′)

= 𝛿𝑖𝜌 𝒱 𝜉 +න
𝜉1

𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉1 𝜌 𝜉1 +
𝛿𝑖𝜅
2
𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉′ 𝜅∗ 𝜉, 𝜉′ +

𝛿𝑖𝜅∗

2
𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉′ 𝜅 𝜉, 𝜉′

+
1

2
න
0

1

𝑑𝜆න
𝜉1𝜉2

𝜕𝜆𝒰𝜆 𝜉1, 𝜉2
𝛿𝐺xc,𝜆

2
Ԧ𝜌 𝜉1, 𝜉2

𝛿𝜌𝑖 𝜉 or (𝜉, 𝜉
′)

⚫ Neglect of the correlation: 𝐺xc,𝜆
2

Ԧ𝜌 ≈ 𝐺𝑥
2

Ԧ𝜌

𝐹𝐻 Ԧ𝜌 ≈
Γ𝜆=0|𝒱=0 Ԧ𝜌

𝛽
+
1

𝛽
න
𝜉

𝒱 𝜉 𝜌 𝜉

+
1

2𝛽
න
𝜉1𝜉2

𝒰 𝜉1, 𝜉2 𝜌 𝜉1 𝜌 𝜉2 − 𝜌 𝜉1, 𝜉2 𝜌 𝜉2, 𝜉1 + 𝜅 𝜉1, 𝜉2 𝜅∗ 𝜉1, 𝜉2

𝜌 𝜉1, 𝜉2 ≔ 𝜓∗ 𝜉1𝜖′ 𝜓 𝜉2 𝜌
=

1

𝑍 𝛿Γ𝜆=0[ Ԧ𝜌]/𝛿 Ԧ𝜌
න𝒟𝜓𝒟𝜓∗𝜓∗ 𝜉1𝜖′ 𝜓 𝜉2 𝑒−𝑆𝜆=0 𝜓,𝜓∗ ׬+ 𝛿Γ𝜆=0[𝜌]/𝛿𝜌 ⋅ ⋅ෝ𝜌 ⋅

⚫ Short-range interaction in the weak coupling: 𝒰 𝜉1, 𝜉2 𝜌 𝜉1, 𝜉2 ≈ 𝒰 𝜉1, 𝜉2 𝛿𝑎1𝑎2𝜌 𝜉1

𝒱KS
𝑖 Ԧ𝜌 𝜉 or (𝜉, 𝜉′)

≈ 𝛿𝑖𝜌 𝒱 𝜉 +න
𝜉1

1 − 𝛿𝑎𝑎1 𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉1 𝜌 𝜉1 +
𝛿𝑖𝜅
2
𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉′ 𝜅∗ 𝜉, 𝜉′ +

𝛿𝑖𝜅∗

2
𝒰𝜆=1 𝜉, 𝜉′ 𝜅 𝜉, 𝜉′

5.Reduction to the BCS theory

⚫ Homogeneous system:

𝜌ave
↑ = 𝜌ave

↓ =: 𝜌ave/2, 𝜅ave
↑↓ 𝜏, 𝒙 = −𝜅ave

↓↑ 𝜏, 𝒙 =: 𝜅ave
𝑠 𝜏, 𝒙 ,

𝒱KS,↑
𝜌

Ԧ𝜌ave = 𝒱KS,↓
𝜌

Ԧ𝜌ave =:𝒱KS
𝜌
, 𝒱KS,↑↓

𝜅 Ԧ𝜌ave 𝜏, 𝒙 = −𝒱KS,↓↑
𝜅 Ԧ𝜌ave 𝜏, 𝒙 =:𝒱KS

𝜅,𝑠 𝜏, 𝒙 .

𝒱 𝜉 = 0, 𝒰 𝜉, 𝜉′ = 𝛿 𝜏 − 𝜏′ 𝑈 𝒙 − 𝒙′

𝒑׬ = ׬ 𝑑𝒑/ 2𝜋 3,

෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒑 = −න

𝒒

෩𝑈 𝒒 − 𝒑
෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒒

2 𝜀 𝒒 2 + 2 ෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒒

2
tanh

𝛽 𝜀 𝒒 2 + 2 ෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒒

2

2

𝜀 𝒑 =
𝒑2

2
+
1

2
෩𝑈 𝟎 𝜌ave − 𝜇

𝐸 𝒑 = 𝜀 𝒑 2 + 2 ෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒑

2
𝜀 𝒑 = 𝒑2/2 + 𝒱KS

𝜌
− 𝜇,

Δ 𝒑 = −2 ෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒑 ∗Energy gap in the BCS theory:

4.Kohn-Shamポテンシャル

熱場の量子論とその応用, 2020年8月24 – 26日

➢ Gap equation

𝒱KS
𝑖 Ԧ𝜌 𝛿𝑖𝜌𝒱 𝜉𝜇𝑖 −

𝛿Γ𝜆|𝒱=0 Ԧ𝜌ave
𝛿𝜌𝑖

FRG-DFTの枠組みの本領は、相関項を系統的に改善する際に発
揮される。今後は、先行研究[1,2]でFRG-DFTにおいても威力を
発揮している頂点展開などの系統的手法を用いることにより、超
流動系におけるQRPAを越えた相関の取り入れを目指す。

Γ𝜆=1 Ԧ𝜌 = Γ Ԧ𝜌Γ𝜆=0 Ԧ𝜌Hartree Pairing Exchange-correlation Γ𝜆 Ԧ𝜌

Exact Kohn-Sham potential

Fukuda, Kotani, Suzuki, Yokojima, PTP92, 833 (1994).
Inagaki, Fukuda, PRB46, 10931 (1992).

Polonyi, Sailer, PRB66, 155113 (2002).
Yokota, Yoshida, Kunihiro, PRC99, 024302 (2019).

cf. Valiev, Fernando, arXiv:9702247 (1997).

粒子数密度というたったひとつの尺度で量子多体系が記述されうることを保証する
密度汎関数理論においても、見たい現象に応じて複数の尺度を持つことは効果的であ
る。実際、超流動性などの自発的対称性の破れを伴う現象は、密度汎関数理論におい
て粒子数密度の他に秩序変数に対応するペア密度などの新たな尺度を陽に含めること
で、効率的に記述されてきた。構成粒子間の相互作用から第一原理的に密度汎関数理
論を構成する試みの1つに、汎関数くり込み群に基づく密度汎関数理論 (FRG-DFT) が
ある。FRG-DFTにおいてこれまで、自発的対称性の破れを伴う現象がどのように記述
されるかはわかっていなかった。今回我々は、非局所ペア密度場を陽に考慮すること
により、FRG-DFTを局所性や対称性に仮定を置かない一般のペアリングを伴う超流動
系の記述可能な枠組みに拡張し、密度とペア密度に対するエネルギー汎関数を決める
フロー方程式およびKohn-Shamポテンシャルの厳密な表式を導出する。

T. Yokota, H. Kasuya, K. Yoshida, and T. Kunihiro, arXiv:2008.05919

𝜉𝜖 = 𝜏 + 𝜖, 𝒙, 𝑎 𝜖: positive infinitesimal 
determining time-ordering

この箱の外に近似なしフローの出発点
＝Kohn-Shamの参照系

𝜌ave = න
𝒑

1 −
𝜀 𝒑

𝐸 𝒑
tanh

𝛽𝐸 𝒑

2
, 𝜅ave

𝑠 0 = න
𝒑

− ෨𝒱KS
𝜅,𝑠 𝒑 ∗

𝐸 𝒑
tanh

𝛽𝐸 𝒑

2

➢ Equilibrium densities 

𝚪 𝝆 は有限温度の超流動系に対する
Hohenberg-Kohnの定理を満たす

ペア密度という尺度の導入

現実の系と相互作用のない系をつなぐ

講演番号31

Chemical potential 
× average particle #

+

[1]Yokota, Yoshida, Kunihiro, PTEP2019 ,011D01. [2]Yokota, Naito, PRB99, 115106 (2019).

𝜌ave,𝑖 ⋅ =
1

𝑍𝜆=0|𝒱=0 Ԧ𝜇 − 𝒱KS Ԧ𝜌ave
න𝒟𝜓𝒟𝜓∗ ො𝜌𝑖 ⋅ 𝑒

−𝑆𝜆=0|𝒱=0 𝜓,𝜓∗ ׬+ 𝜇−𝒱KS 𝜌ave 1 ⋅ෝ𝜌 1

Exact and closed equation for Γ𝜆 Ԧ𝜌 !

𝑍0 Ԧ𝐽 = න𝒟𝜓𝒟𝜓∗𝑒−𝑆𝜆=0 𝜓,𝜓∗ +𝐽𝜌 𝑋׬ ෝ𝜌 𝑋 ′𝑋𝑋׬+ 𝐽𝜅𝑠 𝒙−𝒙′ 𝛿 𝜏−𝜏′ ෝ𝜅𝑠 𝑋,𝑋′ ′𝑋𝑋׬+ 𝐽𝜅𝑠 𝒙−𝒙′
∗
𝛿 𝜏−𝜏′ ෝ𝜅𝑠∗ 𝑋,𝑋′

ො𝜌 𝑋 = ෍

𝑠=↑↓

𝜓𝑠
∗ 𝑋𝜖 𝜓𝑠 𝑋 Ƹ𝜅𝑠 𝑋, 𝑋′ =

1

2
𝜓↑ 𝑋 𝜓↓ 𝑋

′ − 𝜓↓ 𝑋 𝜓↑ 𝑋
′ ,

𝑃 = 𝜔𝑛, 𝒑 with 𝜔𝑛 = (2𝑛 + 1)/𝛽 : Matsubara frequency, 𝑃׬ =𝛽−1σ𝜔𝑛
/𝑑𝒑׬ 2𝜋 3 .

= න𝒟𝜓𝒟𝜓∗ exp −න
𝑃

෨𝜓↑
∗ 𝑃 ෨𝜓↓ −𝑃

1−𝑒𝑖𝜔𝑛𝜖

𝜖
+ 𝒑2

2
− 𝐽𝜌 𝑒𝑖𝜔𝑛𝜖 2ሚ𝐽𝜅𝑠 𝒑

∗

2ሚ𝐽𝜅𝑠 𝒑 −1−𝑒𝑖𝜔𝑛𝜖

𝜖 − 𝒑2

2 − 𝐽𝜌 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝜖

෨𝜓↑(𝑃)
෨𝜓↓
∗ −𝑃

For and

where and

total particle-number density spin-singlet pairing density


